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 , (1 ) [0,1]α α α∀ ∈ ⇒ + + ∈ ∀ ∈x y x yS S   
が成り立つことをいう。また、関数 : nf →\ \ が凸であるとは f のepigraphが凸、すな
わち 
 (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) , , [0,1( ]
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目的関数値：10.77 m3      11.10 m3    11.13m3 
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 { }, , ,C G B=x x x x α  (2.1) 
ここで、 
 { }, : 1, ,C C Ci i CD A i n= =x …  (2.2) 
10 
 
 { }, , , : 1, ,G F Wi i i i GH B A A i n= =x …  (2.3) 
 { }: 1, ,B i BN i n= =x …  (2.4) 
 { }( ) : 1, , ,ij Si n j αα= = ∈α I…  (2.5) 
とする。 ,C Ci iD A は第 i柱部材断面に対応する角形鋼管の幅と断面積、 , , ,
F W
i i i iH B A A は第
i梁部材断面に対応する梁せい、幅、フランジ断面積、ウェブ断面積、 iN は第 iブレース
部材断面の降伏軸力をそれぞれ表すとする。 ( )ijα は第 i層の種別が部材群種別 j に対応する
ことを意味する種別変数と呼ぶべきものであり、次節で詳しい説明を与える。さらに
, , ,G B SCn n n n はそれぞれ柱断面、梁断面、ブレース断面と層の数を表す。なお、このよう
に設計変数を設定することには、目的関数を線形式として表現できること、および部材外
法に関する制約条件の扱いが容易となることの二つの利点がある。 
式(2.2), (2.3), (2.4)で定義した設計変数の上下限値を表2-1で示すように設定する。 
 
表2-1 設計変数の上下限値 
 DiC AiC Hi Bi AiF AiW Ni 
下限値 350 154.8 400 200 48 35.29 187 






( ) C C C G G G BF ij j i F ij j i B ij i
i j i j i j
f c T l A c T l A c T Nρ ρ= + +∑ ∑ ∑x  (2.6) 
ここで、 Fc はフレーム部材の単価、 ρは鋼材密度、 Bc は座屈拘束ブレース部材の単位降
伏軸力あたりの単価、 CijT , GijT , BijT はそれぞれ柱、梁およびブレースの第 i部材断面に関す
る量から対応する第 j 部材に関する量に変換するための0-1からなる係数、 jl は第 j 部材の
部材長を表す。さらに、鋼材密度 37.8ton / mρ = 、フレーム部材と座屈拘束ブレース部












(1) 形状係数 Fes を 1.0 とする。 
(2) 柱部材の種別は FA と FB のみとする。 
(3) 柱梁部材群の種別は D を非許容として、A，B および C の中から選ぶとする。 
(4) ブレース付きモデルでは座屈拘束ブレースを用い、Ds 値算定時のブレース種別を BA
材とする。 
(5) 層毎の部材群種別は層に属するすべての部材種別の最低位のものを A、B および C の 3
種類の中から選ぶとする。 
(6) 二次設計における保有水平耐力は層間変形角 1/75 までの完全弾塑性荷重増分解析 10)
から求める。 
これらの仮定の下で、層数 Sn の構造物における地震力に対する第 i層の必要保有水平耐
力は次式によって与えられる。 
 




























形状係数、 ( )iudQ は地震力によって第 i層に生ずる水平力、Z は地震地域係数、 tR は振動特
性係数、 iAは地震層せん断力係数の分布係数、 0C は標準せん断力係数、 jw は j 層の重量、
Sn は層の数を表す。また、以降では増分解析に用いる外力分布を区別する場合に、式(2.7)
を用いて次のように呼ぶ。 
Ai 分布に基づく外力分布： ( ) 1 ,, ,iud siQ n= "  (2.8) 
Qun分布に基づく外力分布： ( ) 1 ,, ,iun siQ n= "  (2.9) 
各層の保有水平耐力は必要保有水平耐力以上でなければならない。この条件を保有水平
耐力制約条件と呼び、ある設計に対する第 i層の保有水平耐力を ( )iuQ として、次式で与え
る。 













 0. 9( ) ( ),9i P EiMM i ∈≤x x I  (2.11) 
塑性ヒンジを形成させる部材端： 
 ( ) ( ),1.0 P PiiM M i ∈≥x x I  (2.12) 
ただし、 , ii

















A B C 
0.25 0.3 0.35 
 
仮定(5)に従い､第 i層の部材群種別A,B,Cそれぞれに種別番号 1,2, 3j = と対応させた種





( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3
( )
( ) 0.25 0.3 0.35 ,
1,
{0,1}, 1, , 1,2, 3





















幅厚比の上限値 FA FB FC 
柱(角形) 33 235 F  37 235 F  48 235 F  
梁 
(H 形) 
フランジ 9 235 F  11 235 F  15.5 235 F  







( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3
( ) ( ) ( )
1 2 3
33 37 48 ,
9 11 15.5 ,
60 65 71 ,
1
i i iC C
k i
i i iF G
k i










≤ + + ∈
≤ + + ∈



















33 37 48 , 1,2
9 11 15.5 , 1,2, 3, 4















≤ + + =
≤ + + =
































ただし、設計変数 xは式(2.1)で、目的関数 ( )f x は式(2.6)で定義されている。制約条件
( )kg x は次に示す制約条件を並べたものとする。 
  表 2-1    [上下限値制約] 
  式(2.14)    [幅圧比制約] 
 <1 次短期設計用荷重時> 




Z f A f
+ ≤   [許容応力度比制約] 




Z f A f
+ ≤   [許容応力度比制約] 
 <2 次計用荷重時：Qun 分布に基づく外力分布> 
  式(2.10)    [保有水平耐力制約] 
 <2 次計用荷重時：Ai 分布に基づく外力分布> 
15 
 























 ( )( ) ( ) , 1, , 1,2,1 0 3i ij j Si n jα α = =− = "  (2.16) 
に書き換えた問題 



























しても、非凸性の強い制約条件を含む問題 0( )P に対しては強い初期値依存性が予想され、
良い局所解が安定的に得られるかは明らかではない。なお、構造特性係数Ds値をある定数
に固定した問題とは、問題 0( )P において、0-1変数αを0あるいは1に固定した問題に相当

















































本節では混合整数計画問題 0( )P に対して､分枝限定法に基づいて解くアルゴリズム12)の説
明を行う。まず、線形緩和問題(2.18)のいくつかの種別変数αに対して0または1を与えた
問題を添字の組の集合 0nI , 1nI を用いて 


































































と表す。ここで、 0nI は問題( )nP において第 i層の第 j 種別変数
( )i
jα を0と指定する添字の組
( , )i j の集合、同様に 1nI は( )nP において
( )i
jα を1と指定する添字の組( , )i j の集合､すなわち 
 ( ) ( )( ) ( )0 1{ , | 0}, { , | 1}i in j n ji j i jα α= = = =I I   (2.19) 
と定義する。ここで､ n n
0 1




( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )1 0 0
1
( )0 0 1
3
0 1 0
,1 , , 2 , , 3 if 0.9 A
,1 , , 2 , , 3 if 0.9 C





















を満たすような添字の集合 0I , 1I を考え、このような添字の集合を得る操作を 0( )xI ,
1( )xI と表す。なお、2.2節のような問題設定の場合には ( )2 0
iα = が線形緩和問題(2.18)の
解となることを容易に示せるので、それ以外の種別変数である ( )1
iα および ( )3iα の値に応じ
て暫定解を構成する式(2.20)の方法が有効である。 
最後に緩和解xが元問題 0( )P の許容解でない場合に､緩和解xの情報から子問題を作成す
る操作を定義する。緩和解xにおいて種別変数 ( ){ }ijα=α が0と1以外の値となる最小の i、
すなわち 
 ( )ˆ min{ | 0 1, 1, 2, 3}iji i jα= < < =  (2.21) 






ˆ( ) : { }, {( ,1)}
ˆ( ) : { }, {( ,2)}













  (2.22) 
と定め、これらの添字集合に対応する三つの子問題を( , , )A B CP P P とする。式(2.21),(2.22)


















ステップ1（下界の初期値）： 問題集合 = ∅N を定義する。 0 :L = ∅I , 1 :L = ∅I と与
え、線形緩和問題(2.18)を問題( )LP と表す。問題( )LP を解き、得られた解を x、その目的
関数値を下界値 zとし、 : , :z z′ ′= =x x と更新する。 
ステップ2（上界の初期値）：xにおけるすべての種別変数αが0または1どちらに近いか
を分類することを考える。式(2.20)で定まる添字集合を 0 0: ( )U = xI I および 1 1: ( )U = xI I と
与えて問題( )UP を考える。問題( )UP を解いて得られる最適解を暫定解xとし、その目的関
数値を上界z とする。 
ステップ3： ′x が元問題 0( )P の実行可能解且つ z z′ < の場合、 : , :z z′ ′= =x x と更新
し、ステップ6へ進む。 
ステップ4： z z′ ≥ の場合、ステップ6へ進む。 
ステップ5： ′x に対し、式(2.21),(2.22)で定まる添字集合に対応する三つの子問題
( ), ( ), ( )A A B B C CP P P P P P′ ′ ′= = =x x x を作成し、N に加える。 
ステップ6： = ∅N であれば、暫定解xを最適解として出力し、終了する。そうでな
ければ、N の中から一つの子問題を選ぶ。ここで、 ′x における種別変数 ˆ( )1iα ′ に対して式
(2.20)を満たすような添字集合を持つ子問題がN に含まれていればこれを選ぶ。このよう
な子問題がN に含まれていない場合、最も新しく生成された子問題を選ぶ。選ばれた子問
題を( )P ′ とし、N から( )P ′ を取り除く。 
ステップ7： 問題( )P ′ を解き、許容解を持たないならばステップ6へ戻る。得られた解
を ′x 、下界値を z ′とする。 























CPU：Intel Core2 Duo 3GHz, OS: Windows XP,  




行う。まず、ステップ1において、線形緩和問題( )LP を解き、得られる最適解を xとし、
目的関数値 327.9z = を下界値とする。ここで､ xにおける種別変数αは0となったものを
除いて 
  (1) (2) (3) (3)3 3 1 31.00, 1.00, 0.25, 0.75α α α α= = = =  
と得られた。ここで、 :′ =x x , :z z′ = と更新する。ステップ2では種別変数αに対して式
(2.20)より、添字集合 0 1,U UI I を次式のように求め､対応する問題( )UP を作成する。 
 { }{ }
1
0









問題 ( )UP の最適解を暫定解 xとする。次に、ステップ5において ′x に含まれる種別変数
( )i









( ) : (3,1), (3,2),(3, 3)
( ) : (3,2), (3,1),(3, 3)














と 定 め 、 こ れ ら の 添 字 集 合 に 対 応 す る 三 つ の 子 問 題 : ( ),A AP P ′= x  
20 
 
: ( ), : ( )B B C CP P P P′ ′= =x x を問題集合 N に加える。次にステップ6に進み、子問題
( )BP ′x を選び、N から取り除く。ステップ7で子問題( )BP を解き許容解が得られたので、
この解を ′x 、対応する目的関数値を z ′として更新し、ステップ3に戻る。同様に繰り返し


























緩和解 (下界値 )(? ? ?) 327.95
(C C B) 328.35
(P )
(? ? A) 328.45 (? ? C) 328.00
L
(P )U
(P )A (P )B









ID 柱断面  ID 梁断面 
1 □- 474.2 × 9.9  1 H- 655.1 × 259.0 × 8.9 × 11.4
2 □- 529.8 × 11.0  2 H- 649.8 × 285.9 × 8.9 × 9.6
3 □- 438.2 × 9.1  3 H- 520.0 × 302.0 × 7.1 × 9.7
4 □- 506.7 × 10.6  4 H- 519.8 × 296.9 × 7.1 × 9.6
5 □- 350.0 × 11.4  5 H- 795.8 × 274.6 × 11.0 × 8.9








1 1 1 1
( )(1) (2)
2 2 2 2
( )(1) (2)









α α α α
α α α α
α α α α
= = = =
= = = =









































緩和解 (下界値 )(? ? ?) 336.01
(C B A) 337.37
(P )
(? A ?) 331.14 (? B ?) 337.37
L
(P )U
(P )A (P )B
(? ? ?) 330.45
(C B A) 332.94
(P )L
(P )U
(? C ?) 336.33
(P )C
(? A ?) 331.14 (? B ?) 332.94
(P )A (P )B
















































































































































































































表2-7 緩和問題( )LP を内点法で解いた場合 
初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 336.0 336.1 337.6 393.4 364.6 336.0 
増分解析回数 9456 9350 9364 9536 8806 9296 
制約違反量 7.4×10-9 0.0 3.8×10-4 2.710-8 4.2×10-2 1.0×10-4
 
表2-8 元問題 0( )P を内点法で解いた場合 
初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 386.48 558.15 1342.41 1106.32 658.53 368.10 
増分解析回数 6674 9566 7356 9380 9970 5676 
制約違反量 3.7×10-1 2.0×10 1.8×102 8.3×10-2 1.7×103 2.3×10-1
 
表2-9 緩和問題( )LP を直接探索法で解いた場合 
（内点法からのクロスオーバー） 
初期値 0.3 0.5 0.7 Rand1 Rand2 Rand3 
目的関数値 335.99 336.06 337.64 393.38 364.55 336.04 
増分解析回数 11454 11348 10500 11534 10990 11292 





いないことが表 2-8 に示されている。 
(2) 表 2-8 と表 2-9 の比較より緩和問題の局所解の目的関数値のばらつきは元問題のものよ
りも小さいことが分かる。すなわち初期値依存性が低減されていることが示されている。 










































層 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 




全層種別 A 最適解（部分崩壊形） 2245.9 
全層種別 B 最適解（部分崩壊形） 2200.2 
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(7) 形状係数 Fes を 1.0 とする。 
(8) 柱部材の種別は FA と FB のみとする。 
(9) 柱梁部材群の種別は D を非許容として、A，B および C の中から選ぶとする。 
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  (3.1) 
ここで、 , , ,
C G B S
n n n n はそれぞれ柱断面数、梁断面数、ブレース断面数、層数を表し、
上添え字の , ,
C G B
k k k はそれぞれ柱、梁、ブレースの断面番号、Sは層番号を表し、下添え
字 , , ,C f w Bはそれぞれ柱、梁フランジ、梁ウェブおよびブレース部材に関する変数である
ことを示す。さらに、補助変数の下添え字1,2, 3は該当層の部材群種別A,B,Cに対応すると
する。 
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柱及び梁の種別 FA FB FC 
部材 部位 幅厚比 幅厚比 幅厚比
柱 
(角形) 
 133( )CR 237( )CR 338( )CR
梁 
(H 形) 
フランジ 19( )fR 211( )fR 315.5( )fR




A B C 
0.25 0.3 0.35 
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水平耐力制約条件の許容領域を図 3-1 に示す。ここで、図 3-1 の横軸と縦軸はそれぞれ上下
限値を 0 から 1 にスケーリングした断面積と幅厚比である。図 3-1 (a)は問題 0P の許容領図
3-1 (b)は問題 1P の許容領域を表している。図 3-1 (a)は階段状な非凸性の強い許容領域であ
































































































































































































Q X q x




また、EQPにおける等号制約条件 T=X xx を次のように半正定値制約条件に緩和すれば、
問題EQPの半正定値緩和問題が得られる。 
 T T− = ⎯⎯⎯→ −X xx O X xx O緩和 V  (3.10) 
問題EQPの半正定値緩和問題は次のように書ける。 
 0 0 0
SDPR : { , }















Q X q x














X xx O OV V  (3.12) 
が成立するため、半正定値緩和問題SDPRにおける変数を新しい変数 
 























































 SDPR’の実行可能解Y の固有値を 










( ) 0λ ≤Y  (3.18) 
という条件を加えたものと等価である。5) 
 非凸２次計画問題QP、半正定値緩和問題SDPRと線形緩和問題LPRの許容領域をそれぞ
れ , ,QP SDPR LPRF F F と定義すれば、 














f f x x
dx=
′ ′ ′≈ + −∑x x x  (3.21) 
























∼  (3.23) 
と定義し、式(3.20)と式(3.22)を含めたすべての２次項と置き換え、得られた線形制約式を





































この例題の元問題 P0 の定式化を次のように書ける。 
 





find ={ , , , , , , , ..., , , }
min ( ) 2 (2 )
s.t. ( ) ( )
48 15 11 ( )
15.5 6.5 4.5 ( )
71 11 6 ( )
/ 1 / 500 ( )
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変形角を 1/200 以下、必要保有水平耐力を 1.8 倍にする。 
元問題の定式化における 0-1 制約を取り除けば、線形緩和問題の定式化が得られる。 
半正定値緩和問題を定式化するため、設計変数をx , Y とする。 
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CPU：Intel Core2 Duo 3GHz, OS: Windows XP, NUOPT V11 









厳密解 81379 0 1  
P1 (線形緩和) 81314 0.481 0.000 0.19 





















 この例題で、元問題 P0 を次のように定式化できる。 






find = , , , , , , , , , ,
min ( )
s.t. ( ) ( )
48 15 11 , 1,2,3 ( )
15.5 6.5 4.5 , 1,2,3 ( )
71 11 6 , 1,2,3 ( )
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元問題の定式化における 0-1 制約を取り除けば、線形緩和問題の定式化が得られる。 
半正定値緩和問題を定式化するため、設計変数をx , Y とする。 
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また、半正定値緩和問題における半正定値制約Y OV を取り除いた問題を P3 とする。
この例題において、線形緩和問題 P1、半正定値緩和問題 P2 と半正定値緩和問題における








αA1 αB1 αA2 αB2 αA3 αB3 
Time 
(s) 
厳密解 1.5663 0 1 1 0 1 0  
P1 1.5589 0.733 0.000 0.733 0.000 1.000 0.000 0.92 
P2 1.6522 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001 3.44 
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非負整数全体の集合を 0` 、実数を成分とするn次元ベクトル全体の集合を n\ と表す。
二 つ の ベ ク ト ル , n∈x y \ に 対 し 、 各 成 分 を 1, , nx x" , 1, , ny y" と 表 せ ば
; 1, ,i ix y i n≤ = " であるとき ≤x yと書く。零ベクトルは0と表す。( )⋅ および( )⋅ によっ
















剛棒連結モデルを考える。二本の鉛直柱はそれぞれ断面積 1A , 2A および断面二次モーメン






 ( )3 31 212 / 12 /P EI h EI h u= +  (4.1) 
と表せる。さらにそれぞれの柱の断面積、断面二次モーメント関係はパラメータα を用
いて 
 2 21 1 2 2,I A I Aα α= =  (4.2) 
と与える。各柱の断面積の上下限値制約 1 1 1A A A≤ ≤ , 2 2 2A A A≤ ≤ および変位制約
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P I I u A u A u
h h h
A A A A A A u u
α
+
⎛ ⎞⎟⎜= + = +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
 (4.3) 




















A A A A A A
+
+ ≥
≤ ≤ ≤ ≤
 (4.4) 
と書き換えることができる。ここで、 1 2(0 ) ( 1)A A< < < および 1 2(1 )A A A< = = とす
る。問題(4.4)は非凸二次計画問題であり、その非凸性は制約条件 2 21 2 1A A+ ≥ に由来す
るものである。問題(4.4)の許容領域および目的関数の等高線を白抜きの領域および灰色の
線としてそれぞれ描いた図を図4-2に示す。問題(4.4)には二つの局所解 
局所解1： 21 2 1 1( , ) ( , 1 )A A A A= −  





















問題(4.4)において、独立変数 (1) (2) (1) (2)1 1 2 2, , ,y y y y を新たに導入して変数の置き換え 
 
(1) (2) 2
1 1 1 1
(1) (2) 2
2 2 2 2
, ,
, ,
y A y A
y A y A









2 (2) (1) 2
2 0( ) 0
( )( ) 0 ( ) 0
( ) 0 2 0
i i i ii i
i i i i i i i i i i
i i i i i i
y Ay AA A
A A A A y A A y AA
A A y Ay A
⎧⎪⎧⎪ − + ≥− ≥ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪− − ≥ ⇒ − + + − ≥⎨ ⎨⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪− ≥ − + ≥⎪ ⎪⎩ ⎪⎩
 (4.6) 
問題(4.4)において妥当不等式は明らかに冗長な制約条件であり、問題(4.4)の許容領域に
何ら影響を与えない。(4.5)に対応する等式制約 (2) (1) 2( )i iy y= を黒線で、(4.6)の線形化され
た妥当不等式により作られる集合を白抜きの領域で描いた図を図4-3に示す。(4.5)の本質
は二次等式制約であり、これは非凸制約である。一方、線形化された妥当不等式により作
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目的関数値 1.095 1.254 1.043 1.084 
































まず、鋼構造平面骨組の最小重量設計問題の定式化を示す。 ,X Un n をそれぞれ部材断面
数、系全体の自由度数として、設計変数を Xn∈x \ および Un∈u \ とする。これらの第 i
成分を ix および iu と書く。第 i部材断面に関係する設計変数 ix と断面積 iA 、形状係数 iZ 、
断面二次モーメント iI との関係を 
 2 3 4( ) , ( ) , ( ) ,i i i i i i i i i i i ii i iA A x x Z Z x x I I x xα β γ= = = = = =  (4.8) 
と与える。 , ,i i iα β γ はそれぞれ部材の形状によって定められる定数である。柱部材には角
形鋼管、梁部材にはH形鋼を用い、 Ci ∈ I は柱断面に関係する部材断面番号、 Gi ∈ I は梁
断面に関係する部材断面番号を表すとして、 
 
1, 0.8, 1.2 for ,




















f L C A
= =
= ∑∑x  (4.10) 
と定義する。ここで、 Mn は総部材数、 ; 1, , , 1, ,ij X MC i n j n= =" " は第 i部材断面に関
する量から対応する第 j部材に関する量に変換するための0-1係数、 ; 1, ,j ML j n= " は第 j
部材の部材長を表す。以降では表記を簡潔にするために誤解のない限り第 j部材に関する
断面積も同じ記号で jA と表す。本来は、第 i部材断面に関する量と第 j部材に関する量は
区別すべきであり、第 j部材に関する断面積は正確には 1
Xn










= ∑x  (4.11) 






 j j j jI=p Q u  (4.12) 
と表す。ここで、 ( ) ( ) ( ) ( ) 4( , , , )a a b bj j j j jp m p m= ∈p \ は第 j部材の（基準座標系）材端力ベク





×∈Q \ はヤング係数E および部材長 jL を用いて表される行列として 
 
2 3 2 2 3 2
2
2 3 2
12 sin / 6 sin / 12 sin / 6 sin /
4 / 6 sin / 2 /
12 sin / 6 sin /
sym. 4 /
j j j j j j j j
j j j j
j j j j
j





ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞− − − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  
と与える。ここで、 jϕ は材軸が（基準座標系）水平方向軸に対してなす角であり、第 j部
材端a ,bの鉛直上向き方向の座標値 ( )ajη , ( )bjη を用いて ( ) ( )sin ( ) /b ai j j jLϕ η η= − とする。
(4.12)を系全体で重ね合わせ、系剛性方程式 
 ( ) =K x u P  (4.13) 
が得られる。ここで、 ( ) U Un n×∈K x \ は系全体の剛性行列、 Un∈P \ はある作用荷重に対
する等価節点力ベクトルとする。層数を Sn とし、変位ベクトル U
n∈u \ を層間変形ベク
トル Sn∈δ \ に変換する行列 S Un n×∈R \ 、および許容最大層間変形 Sn∈δ \ を用いて、
ある荷重作用時の層間変形制約を 




( ) ( )
( ) ( )
1.5 1.5 ,
1.5 1.5 ; 1,
a a
b j j j b j
b b
b j j j b j M
f Z m q f Z
f Z m q f Z j n
− ≤ + ≤
− ≤ + ≤ = "  (4.15) 
と与える。ここで、 ( ) ( ),a bj jm m は第 j 部材の材端力ベクトル
4
j ∈p \ の第2,4成分であり、
( ) ( ),a bj jq q はある作用荷重に対する固定端モーメントとする。(4.15)をまとめて ( , ) ≤s x u 0と
表す。さらに目的関数値（鋼材量）が適当に与えられた上界以下という条件 







































［仮定3］ u,uは対応する成分について同符号かつ0ではない。すなわち、 1,2, , Uj n= "
に対して 0 j ju u< ≤ あるいは 0j ju u≤ < のいずれかが成り立つ。ここで、
ju , ju はu,uの第 j成分とする。 
問題 0P の目的関数、およびすべての制約関数（制約条件の左辺）はそれぞれ設計変数 ix お
54 
 
よび ju についての多項式関数 
 
4 4
1 1 ( , ) 1 1
( ) ( )
X Un n
k k
ik i ijk i j j j
i k i j k j
a x b x u c u d
= = ∈ = =
+ + +∑∑ ∑ ∑ ∑
K
 (4.17) 
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を与える。ここで、 ,i jz について考慮する必要のある部材断面番号 iと自由度番号 jの組合
せのすべてを {1,2, } {1,2, }X Un n⊂ ×" "K と表す。さらに、第 i部材断面に関係する自由
度番号 j の集合を ( ) {1,2, }Ui n⊂ "K 、第 j 自由度に関係する部材断面番号 iの集合を
( ) {1,2, }Xj n⊂ "K と表す。 ; 1, ,i Xi n=y " および , ;( , )i j i j ∈z Kのそれぞれを列ベクトル
として並べたものをyおよび zと表し、変位ベクトルuとあわせて線形化された問題の設計
変数 ( , , )T T T T= y u zξ と定義する。 ξの次元をnとし、 kξ と書いた場合には ξの第k成分
を表す。ここで、 kξ は ( ) ( ),, ,l li j i jy u z のいずれかに対応するものである。以降では、非凸制約
(4.19)を簡潔に 






を [ ]l⋅ と表す。多項式制約から作られる集合において、要素である各多項式を線形化するこ
とにより作られる集合も同じく [ ]l⋅ と表す。例えば、多項式 2( )i ix x+ に対して
(1) (2)2[ ( ) ]i i l i ix x y y+ = + 、 集 合 2{ | 0 ( ) 1}i i ix x x= ≤ + ≤F に 対 し て
(1) (2) (1) (2)[ ] {( , ) | 0 1}l i i i iy y y y= ≤ + ≤F とする。このとき、問題 0P を 
 




 { }( , ) | ( , ( )) , , ( , ) f f≤Ω = = ≤ ≤x u K x u P Ru x u xsδ 0   
とする。また、上下限値 ( , , )T T T T= y u zξ , ( , , )T T T T= y u zξ については余分な領域を取
り去ることが望ましい。そのためにy ,y , z , zの各成分を次式から計算する。 
 { }
{ }





( ) , ( ) ; 1, , , 1,2, 3, 4
min ( ) , ( ) ; ( , ) , 1, 2, 3, 4
max ( ) , ( ) ; ( , ) , 1, 2, 3, 4
k kk k
i i i i X
k k k
i j i j i j
k k k
i j i j i j
y x y x i n k
z x u x u i j k
z x u x u i j k







ここで、 0 i ix x< ≤ および仮定3を考慮した。(4.21)について、 , , ,x x u uに対応してξおよ
びξが決まるとみなして、 ( , , , )= x x u uξ ξ および ( , , , )= x x u uξ ξ と表す。問題 0P と問題
0P ′は等価であり、これらの問題の最適値は一致する。問題 0P ′の目的関数は線形関数であ
り、 ∈ξ N 以外の制約関数もすべて線形関数である。よって、 ∈ξ N を問題 0P ′から取り
除けば、問題 0P ′の線形緩和問題 
 
( ) : min [ ( )] , s.t. [ ] , ,L l lP f′ ∈ ≤Ω ≤xξ ξ ξ ξ ξ   
が得られる。一般に、問題 LP ′の許容領域は問題 0P ′の許容領域よりも大きく緩和される。
より“強い”緩和問題を作るために、次節で述べる妥当不等式を導入する。ここで “強
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を 定 義 す る 。 層 間 変 形 角 制 約 (4.14) に お け る 行 列 R の 第 m 行 j 列 成 分
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を定義する。(4.22),(4.23),(4.25)の ,, ,I II IIIV V V に含まれる条件式は(4.17)の形で表される。
よって、これらの妥当不等式はξによる線形化が可能である。さらに ,, ,I II IIIV V V は問題
0P ′に対して冗長な制約条件であるので、新たな問題 
 
0( ) : min [ ( )] , s.t. , , [[ ]] ,l llP f V
′′ ∈ Ω ≤ ≤ ∈∈x
ξ
ξ ξξ ξ ξ ξ N
 
と問題 0P ′は等価である。ここで、 
 ( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( ,I I III IV V VV V= ∩ ∩= x x u u x x x x u u x x)  (4.26) 
とする。しかし、問題 0P
′′から非凸制約 ∈ξ N を取り除いて作られる線形緩和問題 
 
( ) : min [ ( )] , s.t , , [. [ ]]L l l lVP f ≤ ≤′′ ∈ Ω ∈xξ ξ ξξ ξ ξ   
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は包含関係 0 0 L L
′′ ′′′ ′= ⊂ ⊂F F F F を満たす。問題 0P と問題 0P ′は等価であったので、妥






′′F は ξ ,ξに依存するので ( , )L′′ ξ ξF と表す。線形緩和問題 LP ′′における緩和効
果と設計変数の上下限値 ξ ,ξの大きさとの間には密接な関係がある16)。より強い緩和問題
を得るためには、元問題 0P
′′の許容領域 0′′F を削ることなく、かつ ≤ ≤ξ ξ ξ により作ら
れる空間ができるだけ小さくなるように ξ ,ξを与える必要がある。すなわち、更新前の上
下限値 ξ , ξ および更新後の上下限値 ′ξ , ′ξ に対して、 0 ( , ) ( , )L L′′ ′′ ′′′ ′⊂ ⊂ξ ξ ξ ξF F F かつ
′ ′≤ ≤ ≤ξ ξ ξ ξ を満たすように ′ξ , ′ξ を与える必要がある。そのために文献12, 13)の考え
方を基にして、成分ごとの逐次的な領域縮小を行う。 
ξ ,ξが与えられた下でξの第m 成分に関する更新を考える。領域 L′′F 内で mξ を最小化あ
るいは最大化する線形計画問題を解き、 
 MIN MAXmin{ | ,} a | }m x{m m m mL Lξ ξ ξ ξ′′ ′′= =∈ ∈ξ ξF F  (4.27) 
と表す。上下限値 ξ , ξ の第m 成分のみを MINmξ , MAXmξ に置き換えたもの（すなわち
MIN MAX,m m m mξ ξ ξ ξ← ← ）に対して 
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{ }( ) ( ), ,min , max{ / ( ) , / ( ) }; ( ), 1,2, 3, 4 ,k kR k kj i j j i j ju z x z x i j k= ∈ =K  
とする。 Rx , Rx , Ru , Ru に対して(4.21)の操作を行い得られるものを 
 ( , , , ), ( , , , ),R R R R R R R R R R= =x x u u x x u uξ ξ ξ ξ  (4.29) 
と表す。 Rξ , Rξ は 0 ( , ) ( , )R RL L′′ ′′ ′′⊂ ⊂ξ ξ ξ ξF F F および R R≤ ≤ξ ξ ξ  ≤ ξ を満たす。以











対応する番号の集合 {1,2 , }n⊂ "S を与える。ここで、nはξの次元である。 
ステップ 2（1 成分の範囲縮小）：ランダムにm ∈ Sを選び、(4.27)より MIN MAX,m mξ ξ を計算
する。 
ステップ 3（領域縮小）：上下限値 ξ ,ξの第m 成分のみを MINmξ , MAXmξ に置き換えたものに
対して(4.28),(4.29)から ( )R mξ , ( )R mξ を計算する。上下限値を ( )R m←ξ ξ , ( )R m←ξ ξ と更新
する。 
ステップ 4（繰り返し）： \ { }m←S S  とし、 = ∅S ならば終了し、そうでなければステ
ップ 2 に戻る。 
 











′′ の許容領域 L′′F の
, , ,x x u uへの依存関係を明示して 
 , , [ ]
( , , , )




= ∈ Ω ∈≤ ≤
x x u u
x x u u x x u u x x u uξ ξ ξ ξ ξξ
F
 
と表記する。親問題 ( ) 0( )
M
LP M ∈ ` を分割前の緩和問題 LP ′′とする。問題 ( )MLP における上
下限値 , , ,x x u uは問題番号M に依存し、この依存関係を明示して ( ) ( ) ( ) ( ), , ,M M M Mx x u u と
表せば、 ( )MLP は 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) : min [ ( )] , s.t. ( , , , )M M M M ML l LP f




と表せる。また 0M = に対応する (0)x , (0)x , (0)u , (0)u は元問題 0P における x , x ,u ,uに一
致させるとする。さらに以降では、表記を簡潔にするために ( )Mx , ( )Mx , ( )Mu , ( )Mu も単に
x , x ,u ,uと表すが、これらは元問題 0P のものと一致するとは限らないことに注意された
い。このとき、領域 ≤ ≤x x x について、 mx t= で二つの領域 ( , )B m t≤ ≤x x x ,
( , )B m t ≤ ≤x x xに分割することを考える。すなわち、 ( , )B m tx , ( , ) XnB m t ∈x \ の第 i成分
( , )Bix m t , ( , ); 1, ,
B
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を定義する。(4.31)における成分番号m および分割位置t の決定方法を以下に説明する。 
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番号mˆを決定した後に、最適分割位置の計算を行う。非凸制約 ∈ξ N を満たせば 
 
(1) (2) (3) (4)1/2 1/3 1/4
(1) (2) (3) (3)1/2 1/3 1/3
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x y y y y
z u z u z u z u j i
= = = =
= = = = ∈ K  
が成立するが、緩和解 ξˆにおいてこの関係が成立しているとは限らない。そこで、 xˆへの
逆写像が存在する上限 









t f m t
≤ ≤
=  (4.35) 
(4.35)は1変数最適化問題であるが、(4.33)を評価するために線形緩和問題を繰り返し解く
必要がある。次章の数値解析例では指定回数を10回以内と与えた黄金分割法14)を用いて最
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ステップ 0（パラメータ設定）：問題数の上限値 0N > 、上界と下界の許容ギャップ εを与
える。 
ステップ 1（上界の計算）：元問題 0P を非線形最適化ソルバーで解き、得られた局所解に対
する目的関数値 *f を上界値 *f f← とする。 
ステップ 2（下界の初期値）：問題集合 = ∅P を定義する。線形緩和問題 (0)LP に対しアルゴ
リズム 4.2.1 を適用して領域縮小を行う。領域縮小された問題 (0)LP を解き、その最適値 fˆ
を下界値 ˆf f← とする。さらに線形緩和問題 (0)LP を問題集合 Pに加える。 
ステップ 3（親問題選択）： Pの中で、最適値が一番低い問題 ( ) 0( )
M
LP M ∈ ` を選び、Pか
ら取り除く。 
ステップ 4（成分番号選択）：問題 ( ) 0( )
M
LP M ∈ ` の最適解（緩和解）に対して(4.34),(4.32)
の操作を行い、分枝対象とする成分番号mˆを選択する。 
ステップ 5（分割位置選択）：ステップ 4 で選択されたmˆについて(4.35)の操作を行い、分
割位置 tˆ を選択する。 
ステップ 6（分枝操作）：ステップ 4,5 で選択された成分番号mˆおよび分割位置 tˆ に対して、
問題 ( )MLP の許容領域を ˆ ˆmx t= で二分割する。(4.31)に示されるような二つの子問題
( ) ( 1),N NL LP P
+ が得られる。それぞれにアルゴリズム 4.2.1 を繰り返し適用して領域縮小を
行ってから ( ) ( 1),N NL LP P
+ を解き、 2N N← + とする。許容解が得られた子問題を Pに加
え、許容な子問題において最も低い最適値を fˆ とする。 fˆ f> の場合、 ˆf f← と更新す
る。 
ステップ 7（終了判定）：N が設定した値N を超えた場合、あるいは緩和ギャップ f f ε− ≤
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上に対し、問題数の上限値 300N = 、許容ギャップ 0ε = を与え、アルゴリズム4.2.2を
適用する。実行環境は 
CPU：Intel Core i7 2600K 3.4GHz, OS: Windows 7,  










子問題数 下界値 f  
(m3) 
上界値 f  
 (m3) 
乖離度 
( ) /f f f−  
0 1.372 1.602 14.34% 
50 1.514 1.602 5.43% 
100 1.538 1.602 3.97% 
200 1.554 1.602 2.97% 









































 上界 下界 設計解 1 設計解 2 設計解 3 
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(a) 局所解（上界）       (b) 設計解 1          (c) 設計解 2 
  図4-12 各設計解の断面積分布 
 
表4-4 新たに発見された局所解の目的関数値 
 上界 下界 設計解 1 設計解 2 
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